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Onsagerの変分原理と流体力学の変分原理
東京大学物理工学 土井正男 1
非平禽熱力学わ古典論である Onsager0)理論の背景にある涜体力学の理論について述べる。 流
体力学から Onsagerの理論を眺めると、 Onsagerの巧妙な議論の背景と、その適用範囲が見えて
くる。
1 Onsagerの相反模様
非平禽熱力学の核心に通うるものは、 Onsagerの相反定理である。非平奮状態を特徴づける遅い
変数を X= (Xl， X21 "，xf)としよう。 おが与えられたときのエントロビーをS(吋とする。系が平筒
状態にあればS(X)辻最大であり、 zは変化しないので、。SjδXi= 0， dxd dt = 0である。系が平
衡状態、にない場合には、 δSjδXiもdxddtも共に8で;まないが、平衡からのずれが小さい場合に
は、 Xiの時開発展法毘として次の形を坂定することは自黙である。
わ'r"""""¥ δS
L二=〉;Luz-(1)
dt ケ JdXj 
Onsagerは系の非平禽状態の時開発農法則が(1)に従っているときには、捺数Lij古せす称、であるこ
とを示した [10
Lij 二 Lji (2) 
これを Onsagerの棺反関係という。
Onsagerは桔反関係の証明にあたって、平衡状態の揺らぎは詩聞を畏転して見ても変わらない
(揺らぎの時間反転不変性)ということを用いているむしたがって、 Onsagerの相反関係が成り立
つのは、平禽状態からのはず、れが小さい系に課定されるはずである c しかし、実際に辻、手禽状
態からのずれが大きな系についても、相反関採が或り立っている。その一つの例が流体力学の相
反関係である。
2 流体力学C相反関係
粒子が粘性流体中を動くと、流体から抵抗を受ける。抵抗力は流体力学によって計算できる。微
小な粒子の場合には、 Reylolds数が0であるという近似 (Stokes近似)を用いて、抵抗力を計算す
ることができる。 Stokes近似では、流体の速畏匂は次の式を満たすO
ηv2v = Vpうて7.v = 0 (3) 
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ここでηは流体の粘度、 pは圧力であるむ Stokes近似の範酉では、設子;こ鋤く粘性抵抗力は粒子
の速度に比例する c備えば、半荏αの球形教子が、流体中を速度Vで動くと、まには FH= -(V 
という粘性抵抗力が働く。ここで、 Cニ伝ηα である。
粒子が護雑な形状の粒子で毒ったり、たくさんの粒子がある場合であっても、粒子の速震と流
体からの抵抗力の関係は同様である。粒子系の状態がfこの変数X= (X1，X2)…Xf)で記述される
としよう。粒子系が速度X=(れぅ土2，…Xf)で運動するき、流体にたいして単柱時需になすイ士事は
w= -LFHiXi (4) 
と書けるoFHiはXiに共役会抵抗力と呼ばれる。 Stokes近似では、 FHzl土ιの一次関数で為り、
FHi=-LC杓 (5) 
と書けるむここでらは牽譲行列と呼;まれる。粒子の配置zが決まると、 Cij~土、流体力学によって
計算できるので、 (ij~まー殻に z の関数である。
Stokes方在式を用いると向は対称正定値の行列であることが証明できる [2，3]0
立"ij= (ji (6) 
この式辻流棒力学でLorentzの相反関係と呼iまれている。
粒子系がポテンシャル力〈たとえば重力、粒子簡の椙互作展ポテンシャル力)によって、運動
する場合を考えよう。ポテンシヤjレを U(X)とする o Stokes近似においては、慣性力が無視できる
ので、粒子に働く粘性力とポテンシャル力は常に釣り合っている。従って、粒子の運動は次の式
によって決まっている ?
?
?
? ?
?
? ?? ????
?
(7) 
左辺が粘性抵抗力を表し、右辺がポテンシャJレ力を表している。式 (7)を九について解くと、粒
子運動の式辻 (1)と同じ形式で書くことができる。
害=-L((-l)法 (8) 
牽操行列 (ijやポテンシャルUがzの複雑な関数になっているので、式 (8)はー殺に zについて
の非常に護雑ごと非謀影連立方程式となっている G しかし、そのような場合であっても、 Lorentzの
桔反関孫 (6)によって、 Onsagerの桔反関係は或乃立っている。
Einsteinが行会ったのと同様の議論を繰り返せ江、揺らぎの詩開反転不変性から、 Lorentzの相
反関孫を証明することができる。従って、 Lorentzの椙反関係は Onsagerの棺反関係の特別な場合
とみますことができる。 即ち、 Lorentzの椙反関孫;土、時間反転対称性という上位の自然法到の場
結であるということができる o (この克方に対して、棲疑的な晃方をする涜体力学者もいる [2]0)
粘性流手宇中を多数の粒子が沈降している場合には、系の状惑は平禽状態から大きく外れてお母、
粒子はたいへんに護雑でカオティックな運動をすることが知られているむそれにも関わらず、粒子
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の運動法割については、 Onsagerの棺反関係が成り立っていること;まどのように理解すれiまよい
のであろうか?
それは、粒子の状態が平衡状態から大きく離れていても、流悼の状態迂平禽状態から大きく外
れていないためで、あると考えることができる。 Onsagerの式(1)で要求されていることは、着目し
ている遅い変数z以外の速い変数の状態が平衝から大きく外れていないということであ号、遅い
変数が平禽ζ近い必要はない。遅い変数が速度土で運動したときに、速い変数が土に上ヒ到する譲
型志答を返すをら、 Onsagerの式(1)が成り立つ。このとき、遅い変数zは、平禽に近くなくても
よい。
非線形拡散方程式と Onsagerの相反定理
状態の時開発畏方程式が非線形になっている場合であっても、 Onsagerの相反定理が成り立って
いる別の例として、非線形拡散方程式がある。溶賀濃度c(おうt)の時開発畏方在式として、
3 
2=え[D(c)~~] (ヨ)
を考えよう。拡散係数Dが護震の関数である場合には、 (9)はcについての非議形の舗微分方謹
式となっている。
溶賓j農震がcである系のエント口三一密度引のを用いると系全体のエントロど)は
S[c]ニ j紛糾 、 、????????ー 、 、
、 、
?
?
??
?
??
?
? 、 、
と書くことができる。拡散方程式 (9)は(1)の形式で書くことができる。
竺=fdzFL(zj)fE-} -~ -\~， ~ j 8c(x') 
(12) 
ここで
δi D(c) (δ8(x -x')¥1 L(x， x')=ート-l i| 
x ls" (c) ¥δx )J 
である。 L(x，x') = L(どうめの関保が成力立っていることは容易に薙かめることができる。
Onsager 0)変分恵理
相反定理を用いるをら、時間発展方程式(1)を変分京理の形で定式化することができる。遅い変
数の速度土についてのつぎのような 2次関数を考える G
4 
(13) R二号戸-M土j一τ主土t
式 (1)辻、 (13)がおについて最小になるという条件 (δSIδXi=的と等価である。言い換えれ迂
非平苦言状態、の時開発震は式(13)が最小にまるという条件から決まる。これが、 Onsagerの変分原
理である。第2項辻、蕪限小の速度によって zを変え、系を可逆的に変化させたときのエントロ
??
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ピー の変化に対J;ちし、第 1項i土、宥最速度で、zを変えることによる、非可逆的なエントロビーの
変化を表すs 第1項辻エネルギ一散逸関数と呼ばれる。
Onsagerの変分原理;土、相反関保を、満たす時開発展方程式(1)と等舗をものであるが、時需発展
法期を Onsagerの変分原理で定式化しておくと種々の剥点がある。実際ソフトマターで知られて
いる、非糠形粘弾性、非議形拡散、担分離方謹式、ゲルダイナミクス、ネマチック液晶流体力学
などの多くの非隷形、非平欝の現象がOnsagerの変分原理から導出することができる。したがっ
て、 Onsagerの変分京理は、ソフトマター物理の根本にある基本原理であるということができる c
これについては、到の丈献で詳しく議論したのでそれを参摂されたい [3，4]0
語辞
本稿で述べたLorentzの相反関係と Onsagerの相反関係の関係について辻、金百行雄氏(名古屋
大学)および鈴木増雄氏(東京理科大学)から有益者コメントやヒントをいただきました。お札を
串し上げます。
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